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Consolidation budgétaire optimale

dans les modèles macroéconomiques simples

Xavier Ragot, OFCE, Sciences Po-CNRS et CEPR

Résumé

Cet article développe un modèle simple de la dynamique de la dette publique

reposant sur trois équations. Le modèle permet de caractériser la trajectoire optimale

d’une consolidation budgétaire visant à réduire le ratio dette publique sur PIB tout

en minimisant les pertes d’activité économique à court terme. Différents critères

d’optimalité sont étudiés et comparés. Dans un cadre linéaire standard, une straté-

gie de consolidation précoce (frontloading) apparaît optimale dans des conditions

relativement générales. L’analyse met également en évidence le rôle décisif de l’écart

entre le taux d’intérêt et le taux de croissance, ainsi que celui des multiplicateurs

budgétaires, dans la détermination de la vitesse optimale d’ajustement des finances

publiques.

Mots-clés : dette publique, consolidation budgétaire, multiplicateurs budgétaires,

politique budgétaire optimale.

Codes JEL : E61, E62, H63.

L’évolution de la dette publique constitue l’une des questions centrales de la politique

économique contemporaine. Les fortes hausses de dette observées à la suite de la crise

financière mondiale de 2008, de la pandémie de Covid-19 et, plus récemment, des chocs
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énergétiques ont ravivé les débats sur le rythme et les modalités de l’ajustement budgétaire.

La question n’est plus seulement de savoir si la dette doit être stabilisée, mais également

comment cette stabilisation doit être mise en œuvre afin de limiter ses effets négatifs sur

l’activité économique.

L’analyse de la dette publique est complexe pour plusieurs raisons. Le déficit public

dépend simultanément des décisions discrétionnaires des gouvernements et de la conjoncture

économique. En retour, les variations du déficit affectent elles-mêmes l’activité à travers les

multiplicateurs budgétaires. Enfin, la dynamique du ratio dette publique sur PIB dépend

non seulement du déficit primaire mais également de l’écart entre le taux d’intérêt payé sur

la dette et le taux de croissance nominale de l’économie. Ces interactions rendent délicate

la détermination d’une trajectoire optimale de consolidation budgétaire.

Cet article s’intéresse à cette question dans le cadre des modèles macroéconomiques

simples de politique budgétaire. Ces modèles reposent sur une des formes réduites, sans

expliciter les micro-fondations de certaines relations économiques. Ils occupent une place

particulière dans l’analyse économique appliquée. Contrairement aux modèles d’équilibre

général à anticipations rationnelles, ils reposent sur des relations comportementales esti-

mées économétriquement et permettent une description détaillée des recettes publiques,

des dépenses publiques et des stabilisateurs automatiques. Cette approche les rend parti-

culièrement adaptés à l’évaluation des politiques budgétaires de court et moyen termes.

Depuis les années 1950, ces modèles constituent l’outil principal de prévision et de

simulation budgétaire des administrations publiques et des instituts de conjoncture, fruit

de la modélisation des analyses de Keynes, validées par les estimations économétriques.

. Ils sont aujourd’hui utilisés, sous différentes formes, par les ministères des finances,

les banques centrales, les organisations internationales et les instituts de recherche. Ils

constituent notamment le socle méthodologique de nombreux exercices de simulation

budgétaire récents, tels que ceux présentés par Timbeau et al. (2022) ou Auclert et al.

(2024). Une présentation classique de cette tradition de modélisation peut être trouvée
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dans Bodkin et al. (1991).

Paradoxalement, alors même qu’ils jouent un rôle central dans l’élaboration des po-

litiques publiques, ces modèles ont reçu relativement peu d’attention dans la littérature

récente. Les débats académiques se sont principalement concentrés sur les modèles néo-

keynésiens dynamiques d’équilibre général. Pourtant, les modèles keynésiens traditionnels

continuent de fournir un cadre particulièrement transparent pour étudier les effets macroé-

conomiques des consolidations budgétaires et la dynamique de la dette publique.

L’article contribue à cette littérature en développant un modèle volontairement simple

composé de trois équations. Deux équations décrivent les contraintes comptables des

finances publiques : la dynamique de la dette et le lien entre les instruments budgétaires et

le solde primaire. La troisième résume les effets de court terme de la politique budgétaire

sur l’activité économique à travers un multiplicateur budgétaire réduit. Cette structure

permet d’obtenir des résultats analytiques simples concernant le profil temporel optimal

d’une consolidation budgétaire.

Notre analyse s’inscrit dans une littérature plus large consacrée aux multiplicateurs

budgétaires et aux effets macroéconomiques des ajustements fiscaux. Les travaux empi-

riques récents montrent que les multiplicateurs peuvent être substantiels, en particulier

dans les périodes de faible activité ou lorsque la politique monétaire est contrainte (Blan-

chard and Leigh, 2013 ; Auerbach and Gorodnichenko, 2012 ; Christiano et al., 2011).

D’autres contributions soulignent que les consolidations budgétaires peuvent avoir des

effets persistants sur l’activité économique (Fatas and Summers, 2018). Enfin, les débats

récents sur la soutenabilité de la dette publique ont mis en évidence l’importance de l’écart

entre le taux d’intérêt et le taux de croissance dans l’évaluation des coûts de la dette

(Blanchard, 2019a).

Le reste de l’article est organisé comme suit. Le paragraphe suivant est une revue rapide

de la littérature. La section suivante présente le modèle de base. Les sections suivantes

caractérisent la trajectoire optimale de consolidation budgétaire selon différents critères
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normatifs, étudient le rôle de l’écart entre taux d’intérêt et croissance, puis proposent

plusieurs simulations quantitatives. Une dernière section conclut.

La modélisations des finances publiques en macroéconomie

Le premier type de modèle rassemble les modèles récents de finances publiques avec des

prix flexibles, développés à partir de la fin des années 1970, qui se concentrent sur les effets

économiques des impôts et de leurs anticipations rationnelles. Ces modèles reposent sur des

prix flexibles et sont donc muets quant au rôle de la politique monétaire et de l’inflation.

Un exemple fameux est la contribution de Barro (1974) qui aboutit à la conclusion que le

niveau de la dette publique n’a pas d’effet important sur l’activité économique, ce que l’on

appelle l’équivalence Ricardienne, en référence à David Ricardo, qui aurait formulé cette

affirmation. Le papier est généralisé dans une approche néoclassique par Baxter and King

(1993). Les contributions plus récentes modélisant l’hétérogénéité des agents de manière

plus réalistes mais conservant les prix flexibles, comme Aiyagari and McGrattan (1998) ou

LeGrand and Ragot (2025) qui incluent des références aux travaux actuels, nuancent ces

résultats, mais trouvent des effets faibles du niveau de long terme de la dette publique

sur l’activité économique. En effet, les taux d’épargnes augmentent en même temps que

la dette publique, ce qui fait l’investissement des entreprises et l’activité économique ne

décroissent pas.

Le deuxième type de modèle est la littérature récente, néo-keynésienne, qui introduit

une dynamique de l’inflation plus réaliste, en introduisant une courbe de Phillips néo-

keynésienne faisant jouer un rôle à la politique monétaire. Ces modèles qualifiés de DSGE

(Dynamic Stochastic General Equilibrium) pour les plus simples (voir Wu and Xie (2025)

pour une contribution récente et des références) ou de HANK (Heterogeneous-Agent

New-Keynesian Model) pour les plus élaborés reposent sur des anticipations rationnelles

(Kaplan et al. (2018), LeGrand et al. (2024), Auclert et al. (2025b)), qui sont toujours en

débat Auclert et al. (2025a) ou Rudd and Whelan (2007) pour une critique ancienne et

toujours d’actualité.
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1 Le modèle simple

Le modèle simple repose sur trois équations. La première équation est dérivée de la

contrainte budgétaire du gouvernement, qui stipule que la dette publique nominale évolue

en fonction du solde budgétaire St. Dans le débat public, il est plus fréquent de faire

référence au déficit public, qui est l’opposé du solde : −St. La dette publique en euro à

l’année t , Dt, décroît avec le solde public : Dt = Dt−1 − St. Le déficit de l’année t est

le paiement des charges d’intérêt sur la dette passée rtDt−1 , où rt est le taux d’intérêt

nominal annuel apparent sur la dette publique, et du surplus net des charges d’intérêt,

appelé solde primaire SPt. Ainsi, St = SPt − rtDt−1 .

On peut donc écrire

Dt = Dt−1 + rtDt−1 − SP t︸ ︷︷ ︸
Déficit public

, (1)

L’activité économique peut affecter le solde primaire. En effet, en récession, les recettes

fiscales diminue et les dépenses de chômage augmentent, réduisnat le solde primaire. On

appelle solde structurel primaire ou SPSt la valeur du solde primaire nominal de l’année t

si l’économie fonctionne à son potentiel (c’est-à-dire le PIB est égal au PIB correspond au

plein emploi des facteurs de production, PIBpot). Le SPSt corrige le déficit primaire des

fluctuations conjoncturelles.

On note dt la dette publique ramenée au PIB potentiel (dt = Dt/PIBpot
t ) et spst le

surplus structurel primaire ramené au PIB potentiel (spst = SPSt/PIBpot
t ).

L’écart de production (ou output gap en anglais) est la différence entre l’activité

observée et l’activité potentielle. On définit OGt = P IBt−P IBpot
t

P IBpot
t

. Un output gap de 2%,

signifie que l’économie fonctionne à 2% au dessus de son potentiel. Un OGt négatif, signifie

que l’activité est trop faible et donc le chômage trop important. Tous ces éléments sont

des définitions. Introduisons maintenant des mécanismes économiques.

Lorsque l’activité est faible, c’est-à-dire qu’elle est en deçà de son potentiel et donc
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OGt < 0, alors les recettes fiscales sont faibles car moins d’impôts sont prélevés. On note

ϵ l’élasticité des recettes fiscales à l’activité économique. En France, typiquement ϵ = 0, 5

qui est le taux moyen de prélèvement obligatoires.

A partir de l’équation (1), on peut facilement déduire la dynamique de la dette rapportée

au PIB, dt. Le détail de la dérivation est présenté appendice A. On obtient

dt − dt−1 = r − g

1 + g
dt−1 − spst − ϵ × OGt

où, r est la taux d’intérêt nominal apparent sur la dette publique (supposé ici constant)

et g le taux de croissance nominale de l’économie. Si l’économie croît à 1%en termes réels

et si l’inflation est 2%, alors g = 3%.

Cette première équation est donc l’évolution de la dette publique en fonction de

l’activité économique et de la politique fiscale, résumée par le surplus structurel primaire.

La seconde équations représente l’effet des choix de politique fiscale. La politique fiscale

est le choix des recettes et dépenses par le gouvernement. Les hausses d’impôt ou les

baisses de dépenses augmentent de manière permanente le surplus structurel primaire (et

inversement pour les baisses d’impôts et hausses des dépenses publiques). Ces choix sont

appelés Impulsion Budgétaires, ou IBt. Pour des raisons qui seront claires plus loin, une

impulsion budgétaire positive est une baisse d’impôt ou une hausse des dépenses. Une

IBt négative (hausse d’impôts ou baisses de dépenses) signifie que le surplus primaire

augmente. On a donc

spst − spst−1 = −IBt,

où l’IBt est l’impulsion budgétaire rapportée au PIB potentiel.

La troisième équation décrit de manière compacte l’effet de la politique fiscale sur

l’activité économique : La politique fiscale a un effet sur l’activité, du fait des multiplicateurs

budgétaire. Une hausse d’impôt ou une baisse de dépenses réduit transitoirement l’activité

d’une fraction m. L’effet sur l’activité est mesurée par l’écart entre la production de
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l’économie et son potentiel, c’est-à-dire l’output gap. Une réduction de l’activité est donc

un output gap négatif (l’économie fonctionne en deçà de son potentiel). Une économie

en surchauffe est caractérisée par un output gap positif. La valeur de m est la valeur du

multiplicateur d’activité, qui fait l’objet de nombreuses analyses. Il est traditionnellement

compris entre .5 et 1.2. La valeur précises de ce multiplicateur dépend des mesures

considérées et des ménages et entreprises concernées. Dans ce modèle simple, on considère

une valeur moyenne unique.

Enfin, en cas d’une réduction de l’activité l’économie revient à l’équilibre à un rythme

ρ, qui résume les rigidités nominales et réelles dans l’économie. Une économie rigide à un

ρ élevé. On a donc une évolution de l’output gap qui est

OGt = ρOGt−1 + m × IBt

Le modèle à trois équations

Le modèle simple peut donc être écrit :

spst − spst−1 = −IBt

dt − dt−1 = r − g

1 + g
dt−1 − spst − ϵ × OGt

OGt = ρOGt−1 + m × IBt

La dynamique d’une économie est la donnée initiale d’un output gap et du surplus et de

la dette OG0, sps0, d0, ainsi qu’une séquence d’impulsions budgétaires IBt qui détermine la

séquence des surplus primaires, dettes publiques et output gap (spst, dt, OGt). Ce modèle

peut facilement être simulé, avec des outils très simples, comme un tableur Excel par

exemple.
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Un cas simple L’on peut prendre un cas encore plus simple où r = g, et ϵ = ρ = 0.

L’hypothèse r = g est raisonnable aux vues des données historiques (Auclert et al. (2024)).

L’hypothèse ϵ = 0 est une simplification importante. En effet, dans le cas français, les

estimations empiriques sont ϵ = 0, 5. Enfin, l’hypothèse ρ = 0 est aussi une simplification,

car dans les données, on trouve plutôt ρ = 0, 5 sur données annuelles.

Dans ce cas simple, on trouve les équations suivantes. Pour une variable xt, on note

∆xt = xt − xt−1

∆spst = −IBt

∆dt = −spst

OGt = m × IBt

Ce modèle simple montre que d’une part l’OG est un simple multiplicateur de l’IB.

Ensuite, on trouve simplement ∆2dt = IBt. En d’autres termes, les choix budgétaires

discrétionnaires (l’IB) sont ici la variation de la variation de la dette, c’est-à-dire ils

sont l’accélération de la dette. Cette propriété est essentielle : les choix budgétaires (IB)

n’affectent pas le niveau de la dette publique ou son accroissement mais l’accélération de

la dette publique. En général, une IB nulle ne correspond pas à une dette stable, mais à

une dette qui croît ou décroît continument car dans ce cas le surplus structurel primaire

est constant car ∆sps = 0. et la variation de la dette est ∆d = sps. Pour stabiliser la

dette, il faut viser un surplus structurel nul.

Optimalité de la consolidation

La question étudiée dans cet article est la séquence optimale d’impulsions budgétaires

IBt afin d’atteindre une cible de surplus primaire à une période T , spsT . Ce problème inclus

de nombreux cas intéressant, comme la stabilisation de la dette ou encore la décroissance

8



régulière de la dette, comme dans les engagements européens.

Pour considérer le cas intéressant (avec ϵ > 0, ρ > 0), on considère que sps0 < 0 et

que le surplus structurel primaire cible est positif spsc ≥ 0 et est supposé atteint de T

périodes spsT = spsc. On fait l’hypothèse spsc ≥ 0 afin que la dette publique soit placée

sur une trajectoire constante ou décroissante.

Ainsi et par construction, on cherche le meilleur sentier des IBt pour atteindre une

variation du déficit total ∆tot et

∆tot := −spsc + sps0 < 0

et comme spst − spst−1 = −IBt on doit avoir sps0 −∑T
k=1 IBk = spsc.

T∑
k=1

IBk = ∆tot < 0

et IBt = 0 pour t ≥ T + 1.

Rappelons, qu’une IBt négative est une hausse d’impôt ou une baisse des dépenses. La

somme des IB étant négative, il s’agit d’une consolidation fiscale.

Un effet croissant avec l’horizon

Avant de discuter la politique optimale, la Proposition suivante caractérise l’effet de

l’IBt (c’est à dire des politiques fiscales discrétionnaires) a différents horizons.

Proposition 1 Si r = g, l’effet de l’IB contemporain sur la dette publique augmente dans

le temps :
∂dt+k

∂IBt

= k + 1 − ϵ
m

1 − ρ

(
1 − ρk+1

)
≃ 1 + k

L’hypothèse r = g est introduite pour obtenir des expressions simples et ne détermine

pas le résultat. Cette proposition montre que l’effet dans le temps de l’IB sur la dette

publique à une période t donnée croît linéairement, environ, au cours du temps.
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Ce résultat d’abord comptable est important. Un effort de consolidation, en changeant

la trajectoire de la dette, change la direction de cette dernière (et non le niveau). Ce

changement de direction conduit à une hausse ou une baisse de la dette qui se cumule dans

le temps. Ainsi, l’effet de l’IB augmente au court tu temps. Ce résultat explique que les

pays qui font des consolidation importantes ont d’abord des effet faibles sur la réduction

de la dette, puis des effet qui croissent dans le temps. Comme le montre l’exemple de

l’Espagne ou du Portugal, un effort de consolidation mené dans les année 2015 place

progressivement la trajectoire de la dette sur une pente décroissante qui s’affirme en 2025,

soit dix ans après.

2 Quelle définition de l’optimalité de la politique bud-

gétaire ?

Contrairement aux modèles dynamiques d’équilibre général entièrement microfondés, le

modèle présenté ici ne permet pas de dériver directement une fonction de bien-être social

à partir des préférences des agents. Le choix de l’objectif de politique économique doit

donc être introduit de manière explicite.

Cette caractéristique est parfois présentée comme une faiblesse des modèles macroéco-

nomiques keynésiens traditionnels. Elle peut également être interprétée comme une force.

En effet, elle permet d’étudier plusieurs objectifs de politique économique sans imposer une

représentation particulière des préférences sociales. Le même cadre analytique peut ainsi

être utilisé pour analyser différents arbitrages entre activité économique et soutenabilité

des finances publiques.

Afin de simplifier l’exposé, on suppose dans toute cette section que l’économie se trouve

en situation de sous-emploi, de sorte que :OGt ≤ 0.

Nous considérons trois critères d’optimalité correspondant à trois préoccupations

fréquemment rencontrées dans le débat de politique économique.
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1. Le critère d’activité économique

Le premier critère consiste à minimiser la perte cumulée d’activité associée à la

consolidation budgétaire. Il correspond à une vision dans laquelle le principal coût de

l’ajustement budgétaire provient de ses effets récessifs sur la production et l’emploi.

L’objectif du gouvernement est alors de maximiser la somme des output gaps sur

l’ensemble de la période :

max
{IBt}t≥0

∞∑
t=0

OGt

Comme l’output gap est négatif en situation de sous-emploi, cet objectif revient à

minimiser la perte cumulée de PIB.

2. Le critère de soutenabilité de la dette

Le deuxième critère accorde une priorité à la stabilisation des finances publiques. Le

gouvernement cherche à limiter l’augmentation maximale du ratio de dette observée

pendant la phase de consolidation.

L’objectif devient alors :

min
{IBt}t≥0

max
t≥0

bt

Ce critère reflète les préoccupations liées à la crédibilité budgétaire, au respect de

règles fiscales ou à la perception des marchés financiers.

3. Le critère mixte

Enfin, la littérature récente privilégie souvent des fonctions de perte combinant

stabilisation macroéconomique et soutenabilité budgétaire. Dans cet esprit, nous

retenons le critère suivant, proche de celui utilisé par Auclert et al. (2024) :

min
{IBt}t≥0

∞∑
t=0

OG2
t + 2κbT

Le premier terme pénalise les fluctuations d’activité tandis que le second reflète la

volonté de réduire la dette publique à l’horizon (T).
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Le paramètre κ ≥ 0 mesure l’importance relative accordée à la dette. Lorsque κ = 0,

le gouvernement se préoccupe exclusivement de stabilisation macroéconomique. À

l’inverse, lorsque κ augmente, la réduction de la dette devient progressivement

prioritaire.

Ces trois objectifs correspondent à des visions différentes de la politique budgétaire. Le

premier met l’accent sur la stabilisation de l’activité, le second sur la discipline budgétaire

et le troisième sur l’arbitrage entre ces deux dimensions. Leur comparaison permet de

mieux comprendre les mécanismes du modèle.

Les démonstrations des résultats présentés ci-dessous sont reportées en annexe.

3 Consolidation optimale

Dans cette section on considère r = g, de sorte que la dynamique de la dette est

simplement dt = dt−1 − spst − ϵ × OGt. Cette hypothèse semble réaliste à la fois sur

données américaines (voir Blanchard (2019b) et Auclert et al. (2024) pour la France)

3.1 Critère du PIB

La première proposition considère le critère du PIB.

Proposition 2 La variation du PIB sur la période est indépendante du profil de consoli-

dation
∞∑

t=1
OGt = m∆tot + ρOG0

1 − ρ

ACe résultat constitue une propriété remarquable du modèle. Lorsque (r=g), la perte

cumulée d’activité dépend uniquement du montant total de consolidation budgétaire et

non de son profil temporel.

L’intuition est simple. Dans un système linéaire, les effets dynamiques des différentes

impulsions budgétaires s’additionnent sans interaction. Une consolidation précoce génère
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une récession plus forte à court terme mais permet une reprise plus rapide ensuite. À

l’inverse, une consolidation graduelle limite la récession initiale mais prolonge la période

de faible activité. Ces deux effets se compensent exactement.

Ainsi, un gouvernement dont le seul objectif serait de maximiser le PIB cumulé sur

l’ensemble de la période est indifférent entre une stratégie de frontloading et une stratégie

de consolidation graduelle.

3.2 Critère de la dette

Lorsque l’on considère la volonté de limiter la hausse de la dette, le résultat est différent,

comme le montre la Proposition suivante.

Proposition 3 Un gouvernement qui veut minimiser la hausse de la dette, réalise un

frontloading intégral : IB1 = ∆tot et IBt = 0 pour t ≥ 2. On a OG1 = ρOG0 + m∆tot, et

la dette publique est

dt = d0 − t × spsc − ϵOG1
1 − ρt

1 − ρ

Le résultat est radicalement différent lorsque l’objectif est de limiter la hausse de la

dette publique.

Dans ce cas, toute consolidation retardée laisse la dette augmenter pendant une période

supplémentaire avant que les effets de l’ajustement budgétaire ne se matérialisent. Il est

donc optimal de concentrer l’intégralité de l’effort budgétaire dès la première période.

Le frontloading apparaît ainsi comme la stratégie optimale du point de vue exclusif

de la dette. Cette stratégie présente toutefois un coût macroéconomique important puis-

qu’elle provoque une forte dégradation initiale de l’activité avant un retour progressif vers

l’équilibre à la vitesse ρ.

Ce résultat met en évidence le conflit fondamental entre stabilisation macroéconomique

et consolidation budgétaire. Une politique optimale du point de vue de la dette n’est

généralement pas optimale du point de vue de l’activité économique.
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3.3 Critère mixte

Enfin, le critère mixte de fluctuation de l’activité aboutit au résultat suivant. On fournit

ensuite l’interprétation économique.

Proposition 4 La politique optimale est choisit des OG monotones entre 1 et T − 1, qui

correspondent aux impulsions.

OGt =ŌG + κ
1 − ρ

m
t (2)

où A1 est une constante négative et OGT = (1 − ρ2) λ − (1 − ρ2) κ
(

1
m

− ϵ
)
.

L’interprétation de résultat est le suivant. Considérons tout d’abord le cas où le critère

de la dette ne joue pas, c’est-à-dire suppososns κ = 0. Dès lors, l’équation (2) implique que

l’output gap optimal sur la période est négatif et constant OGt ≡ ŌG pour t = 1, ..., T −1.

Ensuite, si le critère de la dette est positive, κ > 0, l’OG est négatif et linéairement

croissant au cours du temps, à un rythme κ1−ρ
m

(c’est-à-dire de moins en moins négatif au

cours du temps). C’est l’expression d’un ajustement initial plus important (frontloading),

et qui est d’autant plus important que le critère de la dette est élevé κ.

Dans tous les cas, les impulsions budgétaires se déduisent de l’égalité comptable, pour

tout t.

IBt = 1
m

OGt − ρ

m
OGt−1, t ≥ 1

On donne en Annexe F l’expression analytique des IBs.

4 Economie où r est différent de g

On trouve alors le résultat suivant.
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Proposition 5 La politique optimale est choisit des OG monotones entre 1 et T − 1, qui

correspondent aux impulsions.

OGt ≃ A2 + κBt

où A2 est une constante et B ≥ 0.

Les expressions analytiques sont plus complexes et dérivées dans l’Annexe G. On trouve

aussi un output gap négatif et croissant (frontloading). La valeur des instrument est encore

déterminée par la relation

IBt = 1
m

OGt − ρ

m
OGt−1

Ces résultats sont utilisés pour les simulations suivantes.

5 Quelle est la durée optimale d’ajustement ?

Les résultats précédents supposent que l’horizon de consolidation (T) est donné. En

pratique, cet horizon constitue lui-même une décision de politique économique. Les gouver-

nements doivent en effet déterminer non seulement l’ampleur de l’ajustement budgétaire

mais également la vitesse à laquelle celui-ci doit être mis en œuvre.

L’analyse des sections précédentes permet déjà de dégager plusieurs enseignements.

Pour un gouvernement dont l’objectif principal est la réduction de la dette publique,

la réponse est immédiate : l’ajustement doit être réalisé aussi rapidement que possible.

La stratégie optimale correspond alors à un frontloading maximal, qui modifie dès les

premières périodes la trajectoire de la dette.

À l’inverse, un gouvernement qui ne se préoccupe que de la perte cumulée de PIB est

indifférent quant à la durée de l’ajustement. Comme l’a montré la Proposition 2, la perte

cumulée d’activité dépend uniquement du montant total de consolidation et non de son
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profil temporel.

La question devient plus intéressante lorsque le gouvernement poursuit simultanément

des objectifs de stabilisation macroéconomique et de soutenabilité budgétaire. Dans ce cas,

la durée optimale de l’ajustement résulte d’un arbitrage entre deux effets opposés.

D’une part, un horizon plus long permet de répartir l’effort budgétaire sur davantage

de périodes. La baisse d’activité est alors moins marquée à court terme et les fluctuations

macroéconomiques sont réduites. Cet argument plaide en faveur d’une consolidation

graduelle.

D’autre part, un ajustement plus lent implique que la dette publique demeure plus

élevée pendant une période prolongée. Le niveau maximal de dette augmente, tout comme

les charges d’intérêt associées. Cet argument favorise au contraire une consolidation plus

rapide.

Le choix de l’horizon optimal dépend donc du poids relatif accordé à ces deux objectifs.

Plus le gouvernement attache d’importance à la réduction de la dette, plus l’horizon

optimal est court. À l’inverse, une plus grande importance accordée à la stabilisation de

l’activité conduit à étaler davantage l’ajustement dans le temps.

Cette question est particulièrement pertinente dans le contexte des nouvelles règles

budgétaires européennes. Celles-ci reposent précisément sur l’idée qu’un ajustement plus

progressif peut permettre de concilier la réduction de la dette publique avec la préservation

de l’activité économique. Le modèle présenté ici fournit un cadre simple permettant

d’analyser formellement cet arbitrage.

La section suivante illustre quantitativement ces mécanismes à l’aide de simulations

calibrées.
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6 Une simulation

Afin de montrer les trajectoires optimales de la dette et de l’activité, on réalise une

simulation calibrée sur données françaises.

On prend m = .45, ρ = 0.7, ϵ = 0.52, r = g = 3%. De sorte que le multuplicateur cumulé

est m/ (1 − ρ) = 1.5. Ensuite, les conditions initiales sont OG0 = −0.7%, sps0 = −3%.

spsc = 0.5% et d0 = 110%. On considère trois horizons de consolidation, 8, 10 et 12 ans,

dont les conséquence sont montrées dans les trois figures suivantes.

Figure 1 – Consolidation optimale T = 8 ,κ = 0.14%

7 Conclusion

Cet article développe un modèle keynésien simple permettant d’analyser la trajectoire

optimale d’une consolidation budgétaire destinée à réduire le ratio de dette publique.

Le cadre retenu repose sur trois équations décrivant respectivement la dynamique de

l’activité économique, le solde primaire structurel et l’évolution de la dette publique. Cette
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Figure 2 – Consolidation optimale T = 10 , κ = 0.1%

Figure 3 – Consolidation optimale T = 12 , κ = 0.08%
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représentation volontairement parcimonieuse permet d’isoler les principaux mécanismes

économiques à l’œuvre tout en conservant une grande transparence analytique.

Le modèle met en évidence plusieurs résultats robustes. Premièrement, lorsque le

taux d’intérêt est égal au taux de croissance, la perte cumulée d’activité associée à une

consolidation budgétaire dépend uniquement du montant total de l’ajustement et non de

son profil temporel. Une stratégie de frontloading et une stratégie graduelle produisent

ainsi la même perte cumulée de PIB dans le cadre du modèle.

Deuxièmement, lorsqu’un gouvernement cherche à limiter la hausse de la dette publique,

il est optimal de concentrer l’effort budgétaire dès le début de la période d’ajustement.

Le frontloading permet en effet de modifier rapidement la trajectoire de la dette, au prix

d’une dégradation plus marquée de l’activité à court terme.

Troisièmement, lorsqu’on introduit simultanément des objectifs de stabilisation macroé-

conomique et de soutenabilité budgétaire, la politique optimale résulte d’un arbitrage entre

ces deux dimensions. Plus l’objectif de réduction de la dette est important, plus l’ajuste-

ment initial est élevé. À l’inverse, une plus grande importance accordée à la stabilisation

de l’activité conduit à répartir davantage l’effort budgétaire dans le temps.

Ces résultats offrent une interprétation simple de nombreux débats contemporains sur

les politiques de consolidation budgétaire. Ils suggèrent que les désaccords observés entre

économistes et décideurs publics portent souvent moins sur les mécanismes économiques

eux-mêmes que sur les objectifs poursuivis. Une stratégie optimale du point de vue de

la dette n’est pas nécessairement optimale du point de vue de l’activité économique, et

réciproquement.

Le cadre proposé demeure volontairement simplifié. Plusieurs extensions apparaissent

naturelles. Il serait notamment utile d’introduire des anticipations explicites, des taux

d’intérêt endogènes, des effets non linéaires des multiplicateurs budgétaires, ainsi qu’une

modélisation plus détaillée des réactions de la politique monétaire. Une autre extension

prometteuse consisterait à intégrer des considérations distributives et des agents hétérogènes
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afin d’étudier conjointement les effets macroéconomiques et redistributifs des consolidations

budgétaires.

Malgré ces limites, le modèle fournit un cadre analytique simple et transparent permet-

tant de comprendre les principaux arbitrages associés à la réduction de la dette publique.

À ce titre, il constitue un complément utile aux modèles macroéconomiques plus complexes

utilisés dans l’évaluation des politiques budgétaires.
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A Le modèle

Le modèle à trois équations comporte en fait deux équations comptables et une seule

équation qui résume l’économie du modèle.

La première équation est la réécriture de la contrainte budgétaire de l’état.

Si Y ∗
t est le PIB potentiel nominal, au prix courant Pt

Gt + (1 + rapp
t ) Dt−1 = Tt + Dt

Gt

Y ∗
t

+ (1 + rapp
t ) Dt−1

Y ∗
t−1

Y ∗
t−1
Y ∗

t

= Tt

Y ∗
t

+ Dt

Y ∗
t

Gt

Y ∗
t

+ (1 + rapp
t ) Dt−1

Y ∗
t−1

Y ∗
t−1
Y ∗

t

= Tt

Y ∗
t

+ Dt

Y ∗
t

Si dt = Dt

Y ∗
t

, Tt − Gt = T ∗
t − G∗

t + ϵ (Yt − Y ∗
t ), où ϵ est l’élasticité des taxes et dépenses aux

fluctuations d’activité, alors

Tt − Gt

Y ∗
t

= T ∗
t − G∗

t

Y ∗
t

+ ϵOGt = spst + ϵOGt

avec les définitions spst := T ∗
t −G∗

t

Y ∗
t

et OGt := Yt−Y ∗
t

Y ∗
t

.

On a donc

dt − dt−1 = r − g∗

1 + g∗ dt−1 − spst − ϵOGt

La seconde équation est la définition de l’impulsion budgétaire, qui est la variation du

surplus structurel primaire.

−IBt := spst − spst−1

Une IB négative signifie une augmentation du surplus structurel primaire.

Enfin, la dernière équation est l’équation qui résume l’économie du modèle

OGt = ρOGt−1 + mIBt
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B Preuve de la Proposition 1

dT = d0 +
T∑

k=1
(−spsk − ϵ × OGk)

= d0 −
T∑

k=1
spsk − ϵ

T∑
k=1

OGk

= d0 − Tsps0 +
T∑

k=1
(T + 1 − k) IBk − ϵ

T∑
k=1

OGk

= d0 − Tsps0 +
T∑

k=1
(T + 1 − k) IBk − ϵ

T∑
k=1

OGk

spst = sps0 −
t∑

k=1
IBt

sps1 = sps0 − IB1

sps2 = sps1 − IB2 = sps0 − IB1 − IB2

sps1 + sps2 = 2sps0 − IB2 − 2IB1

T∑
k=1

spsk = Tsps0 −
T∑

k=1
(T + 1 − k) IBk (3)

Par conséquent

IBt = 1
m

OGt − ρ

m
OGt−1, t ≥ 1

bT = b0 − Tsps0 + 1
m

T∑
k=1

(T + 1 − k) (OGk − ρOGk−1) − ϵ
T∑

k=1
OGk

On exprime la dette en fonction des IB :
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OGt = ρOGt−1 + mIBt

= ρ (ρOGt−2 + mIBt−1) + mIBt = ρ2OGt−2 + m (ρIBt−1 + IBt)

= ρtOG0 + m
t∑

k=1
ρt−kIBk

et

t∑
k=1

OGk =
t∑

k=1
ρkOG0 + m

t∑
k=1

k∑
i=1

ρk−iIBi

= ρ
1 − ρt

1 − ρ
OG0 + m

t∑
k=1

k∑
i=1

ρk−iIBi

= ρ
1 − ρt

1 − ρ
OG0 + m

t∑
i=1

(
t∑

k=i

ρk−i

)
IBi

= ρ
1 − ρt

1 − ρ
OG0 + m

t∑
i=1

(
t−i∑
k=0

ρk

)
IBi

= ρ
1 − ρt

1 − ρ
OG0 + m

t∑
i=1

(
1 − ρt−i+1

1 − ρ

)
IBi

= ρ
1 − ρt

1 − ρ
OG0 + m

t∑
i=1

1
1 − ρ

IBi − m

1 − ρ
ρt+1

t∑
i=1

ρ−iIBi

= ρ
1 − ρt

1 − ρ
OG0 + m

1 − ρ

t∑
i=1

(
1 − ρt+1−i

)
IBi

t∑
k=1

spsk = t × sps0 −
t∑

k=1
(t + 1 − k) IBk (4)

donc

dt = dt−1 − spst − ϵ × OGt

Pour t ≤ T
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dt = d0 +
t∑

k=1
(−spsk − ϵ × OGk)

= d0 −
t∑

k=1
spsk − ϵ

t∑
k=1

OGk

dt = d0 − t ∗ sps0 +
t∑

k=1
(t + 1 − k) IBk − ϵ

(
ρ

1 − ρt

1 − ρ
OG0 + m

1 − ρ

t∑
k=1

(
1 − ρt+1−k

)
IBk

)

(5)

donc
∂dt

∂IBk

= (t + 1 − k) − ϵ
m

1 − ρ

(
1 − ρt+1−k

)
Or

∂dt+k

∂IBt

= k + 1 − ϵ
m

1 − ρ

(
1 − ρk+1

)
= k + ϵ

m

1 − ρ
ρk+1 + 1 − ϵ

m

1 − ρ

On peut vérifier que le terme de droite est croissant en k, pour des valeurs pertinentes

de paramètres.

C Preuve de la Proposition 2

On peut calculer (comme IBt = 0 pour t ≥ T + 1.)

max
{IB}t≥1

∞∑
t=1

OGt = max
{IB}t≥1

T∑
t=1

OGt + OGT +1

1 − ρ

avec
T∑

k=1
IBk = ∆tot < 0

Comme OGt = ρOGt−1 + mIBt, on a,

OGt = ρtOG0 + m

(
t∑

k=1
IBkρt−k

)
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Donc

T∑
t=1

OGt + OGT +1

1 − ρ
= OG0

T∑
t=1

ρt + m
T∑

t=1

t∑
k=1

IBkρt−k + ρT +1

1 − ρ
OG0 +

m
(∑T +1

k=1 IBkρT +1−k
)

1 − ρ

1
m

(
T∑

t=1
OGt + OGT

1 − ρ

)
= 1

m

ρ

1 − ρ
OG0 + IB1

(
T∑

t=1
ρt−1

)
+ IB2

(
T∑

t=2
ρt−2

)
+ IB3

(
T∑

t=3
ρt−3

)
+

.. +
∑T +1

k=1 IBkρT +1−k

1 − ρ

= 1
m

ρ

1 − ρ
OG0 +

T∑
k=1

(
T∑

t=k

ρt−k

)
IBk +

∑T +1
k=1 IBkρT +1−k

1 − ρ
=

T∑
k=1

(
T −k∑
t=0

ρt

)
IBk

+
∑T

k=1 IBkρT +1−k

1 − ρ

= 1
m

ρ

1 − ρ
OG0 +

T∑
k=1

(
1 − ρT −k+1

1 − ρ

)
IBk +

∑T
k=1 IBkρT +1−k

1 − ρ

= 1
m

ρ

1 − ρ
OG0 +

T∑
k=1

(
1

1 − ρ

)
IBk −

T∑
k=1

ρT −k+1

1 − ρ
IBk +

T∑
k=1

ρT +1−k

1 − ρ
IBk

= 1
m

ρ

1 − ρ
OG0 +

T∑
k=1

(
1

1 − ρ

)
IBk

= 1
m

ρ

1 − ρ
OG0 + ∆tot

1 − ρ

D Preuve de la Proposition 3

Comme d’après 5,

dt = d0 − t ∗ sps0 +
t∑

k=1
(t + 1 − k) IBk − ϵ

(
ρ

1 − ρt

1 − ρ
OG0 + m

1 − ρ

t∑
k=1

(
1 − ρt+1−k

)
IBk

)

La preuve est réalisée par un argument de perturbation. l

Comme ∂dt+k

∂IBt
est croissant en k, on sait que pour tout t et k ≤ t,

∂dt

∂IBk−1
>

∂dt

∂IBk

Donc pour une somme IBk−1 + IBk donnée, la dette est plus faible en t pour le profil
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(IBk−1 − ϵ) + (IBk + ϵ) . La perturbation marginale est donc de diminuer IBk−1et de

diminuer IBk. Par récurrence, le profil de consolidation qui minimise la dette à tout

horizon est celui qui réalise la consolidation la plus importante à la première période,

IB1 = ∆tot, et IBt≥2 = 0.

E Preuve de la Proposition 4

Le problème est

min
{IBt}t≥1

∞∑
t=0

OG2
t + 2κdT

avec

OGt = ρOGt−1 + m × IBt

spst − spst−1 = −IBt

dt − dt−1 = −spst − ϵ × OGt

T∑
k=1

IBk = ∆tot

E.1 Expression de IB en fonction de OG

IBt = 1
m

OGt − ρ

m
OGt−1, t ≥ 1
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Donc la contrainte ∑T
k=1 IBk = ∆ peut s’écrire

T∑
k=1

(OGk − ρOGk−1) = m∆tot

OGT +
T −1∑
k=1

OGk − ρ
T −1∑
k=1

OGk − ρOG0 = m∆tot

(1 − ρ)
T −1∑
k=1

OGk + OGT = m∆tot + ρOG0

E.2 Expression de la dette en fonction de OG

T∑
k=1

spsk = Tsps0 −
T∑

k=1
(T + 1 − k) IBk (6)

dT = d0 +
T∑

k=1
(−spsk − ϵ × OGk)

dt = d0 − Tdpd0 +
T∑

k=1
(T + 1 − k) IBk − ϵ

T∑
k=1

OGk

Par conséquent

IBt = 1
m

OGt − ρ

m
OGt−1, t ≥ 1

dT = d0 − Tdpd0 + 1
m

T∑
k=1

(T + 1 − k) (OGk − ρOGk−1) − ϵ
T∑

k=1
OGk
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E.3 Expression du Lagrangien en fonction de OG

min
{OG}t≥1

∞∑
t=0

OG2
t + 2κ

(
d0 − Tsps0 + 1

m

T∑
t=1

(T + 1 − t) (OGt − ρOGt−1) − ϵ
T∑

k=1
OGt

)

− 2λ

(
(1 − ρ)

T −1∑
t=1

OGt + OGT − (m∆ + ρOG0)
)

As IBT +k = 0 for k ≥1, OGt = ρt−T OGT

∞∑
t=T +1

OG2
t = OGT

∞∑
t=T +1

(
ρt−T

)2
= OGT

∞∑
t=1

(
ρ2
)t

= ρ2 OG2
T

1 − ρ2

Donc

min
{OG}t≥1

T∑
t=0

OG2
t + 2κ

(
d0 − Tsps0 + 1

m

T∑
t=1

(T + 1 − t) (OGt − ρOGt−1) − ϵ
T∑

k=1
OGt

)

− 2λ

(
(1 − ρ)

T −1∑
t=1

OGt + OGT − (m∆ + ρOG0)
)

+ ρ2 OG2
T

1 − ρ2

E.4 Dérivation des conditions du premier ordre

t ≤ T − 1 :λ (1 − ρ) = OGt + κ
( 1

m
(T + 1 − t) − 1

m
(T + 1 − (t + 1)) ρ − ϵ

)
t = T :λ = OGT + ρ2

1 − ρ2 OGT + κ
( 1

m
− ϵ

)

Donc

OGt = (1 − ρ) λ − κ
(1 − ρ

m
(T − t) + 1

m
− ϵ

)
OGT =

(
1 − ρ2

)
λ −

(
1 − ρ2

)
κ
( 1

m
− ϵ

)
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Détermination de la valeur de λ.

Comme

(1 − ρ)
T −1∑
t=1

OGt + OGT = m∆tot + ρOG0

On trouve, après quelques calculs

(
1 − ρ2 + (1 − ρ)2 (T − 1)

)
λ − (1 − ρ)2 κ

1
m

T (T − 1)
2

−
(
(1 − ρ) (T − 1) +

(
1 − ρ2

)) κ

m
(1 − mϵ) = m∆tot + ρOG0

Donc, la valeur du multiplicateur de Lagrange est

λ =
m∆tot + ρOG0 +

[(
(1 − ρ) T

2 + 1 − mϵ
)

(1 − ρ) (T − 1) + (1 − ρ2) (1 − mϵ)
]

κ 1
m

(1 − ρ) (2ρ + T (1 − ρ))

= m∆tot + ρOG0

(1 − ρ) (2ρ + T (1 − ρ)) +

(
(1 − ρ) T

2 + 1 − mϵ
)

(T − 1) + (1 + ρ) (1 − mϵ)
(2ρ + T (1 − ρ)) κ

1
m

et les OG sont

OGt = λ (1 − ρ) − κ
1 − ρ

m
(T − t) − κ

( 1
m

− ϵ
)

= λ (1 − ρ) − κ
1 − ρ

m
(T − t + 1) − κ

( 1
m

− ϵ
)

+ κ
1 − ρ

m

= OGt−1 + κ
1 − ρ

m

OGT =λ
(
1 − ρ2

)
−
(
1 − ρ2

)
κ
( 1

m
− ϵ

)

F Valeurs des instruments : IBs

La proposition suivante détaille la valeur des instruments.

Proposition 6 La politique optimale correspond aux impulsions.
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t = 1 : IB1 = ∆tot

2ρ + T (1 − ρ) +
(

1
2ρ + T (1 − ρ) − 1

)
ρ

m
OG0 + κ (1 − ρ)

m2 A

T − 1 ≥ t ≥ 1 : IBt = (1 − ρ) ∆tot

2ρ + T (1 − ρ) + 1 − ρ

2ρ + T (1 − ρ)
ρ

m
OG0 + (1 − ρ)2 κ

m2 B + (1 − ρ)2 κ

m2 t

t = T : IBT = 1 − ρ (1 − ρ)
(1 − ρ) (2ρ + T (1 − ρ))∆tot + 1 − ρ (1 − ρ)

(1 − ρ) (2ρ + T (1 − ρ))
ρ

m
OG0 + κ

m2 C

où A, B et C ne dépendent ni de ∆, OG0 ou t.

On a

IBt = 1
m

OGt − ρ

m
OGt−1, t ≥ 1

donc

t = 1 : IB1 = 1
m

(
λ (1 − ρ) − κ

1 − ρ

m
(T − t) − κ

( 1
m

− ϵ
))

− ρ

m
OG0

T − 1 ≥ t ≥ 1 : IBt = 1
m

(
λ (1 − ρ) − κ

1 − ρ

m
(T − t) − κ

( 1
m

− ϵ
))

− ρ

m

(
λ (1 − ρ) − κ

1 − ρ

m
(T − t) − κ

( 1
m

− ϵ
))

, T − 1 ≥ t ≥ 1

t = T : IBT = 1
m

(
λ − κ

( 1
m

− ϵ
))

− ρ

m

(
λ (1 − ρ) − κ

1 − ρ

m
− κ

( 1
m

− ϵ
))

t ≥ T : IBt = 0
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donc

t = 1 : IB1 = 1
m

(
λ (1 − ρ) − κ

1 − ρ

m
(T − 1) − κ

( 1
m

− ϵ
))

− ρ

m
OG0

T − 1 ≥ t ≥ 1 : IBt = 1 − ρ

m

(
λ (1 − ρ) − κ

1 − ρ

m
(T − t + 1) − κ

( 1
m

− ϵ
))

+ κ

m

1 − ρ

m

= 1 − ρ

m

(
λ (1 − ρ) − κ

1 − ρ

m
(T + 1) + κϵ

)
+
(1 − ρ

m

)2
κt

= 1 − ρ

m
(λ (1 − ρ)) − 1 − ρ

m
κ
(1 − ρ

m
(T + 1) − ϵ

)
+
(1 − ρ

m

)2
κt

t = T : IBT = (1 − ρ (1 − ρ)) 1
m

λ + (1 − ρ) (ρ − 1 + mϵ) κ

m

1
m

t ≥ T : IBt = 0

Donc, après quelques calculs

t = 1 : IB1 = ∆tot

2ρ + T (1 − ρ) +
(

1
2ρ + T (1 − ρ) − 1

)
ρ

m
OG0 + κ (1 − ρ)

m2 A

T − 1 ≥ t ≥ 1 : IBt = (1 − ρ) ∆tot

2ρ + T (1 − ρ) + 1 − ρ

2ρ + T (1 − ρ)
ρ

m
OG0 + (1 − ρ)2 κ

m2 B + (1 − ρ)2 κ

m2 t

t = T : IBT = 1 − ρ (1 − ρ)
(1 − ρ) (2ρ + T (1 − ρ))∆tot + 1 − ρ (1 − ρ)

(1 − ρ) (2ρ + T (1 − ρ))
ρ

m
OG0 + κ

m2 C

t ≥ T : IBt = 0

avec

A :=

(
(1 − ρ) T

2 + 1 − mϵ
)

(T − 1) + (1 + ρ) (1 − mϵ)
2ρ + T (1 − ρ) − (T − 1) − 1

1 − ρ
(1 − mϵ)

B :=
(1 − ρ) T

2 (T − 1) + (1 − mϵ) (T + ρ)
2ρ + T (1 − ρ) − (T + 1) − m

1 − ρ
ϵ

C := (1 − ρ (1 − ρ))

(
(1 − ρ) T

2 + 1 − mϵ
)

(T − 1) + (1 + ρ) (1 − mϵ)
2ρ + T (1 − ρ) + (1 − ρ) (ρ − 1 + mϵ)
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F.1 cas où ρ = 0

OGt =λ − κ
( 1

m
(T − t) + 1

m
− ϵ

)
OGT =λ − κ

( 1
m

− ϵ
)

Les OGt sont maintenant continu en T .

Détermination de la valeur de λ.

λ =
m∆tot + ρOG0 +

[(
(1 − ρ) T

2 + 1 − mϵ
)

(1 − ρ) (T − 1) + (1 − ρ2) (1 − mϵ)
]

κ 1
m

(1 − ρ) (2ρ + T (1 − ρ))

= m∆tot

T
+

(
T
2 + 1 − mϵ

)
(T − 1) + (1 − mϵ)

T
κ

1
m

= m∆tot

T
+

(
T
2 − mϵ

)
T + T

2

T
κ

1
m

= m∆tot

T
+
(

T

2 − mϵ
)

κ
1
m

+ 1
2κ

1
m

= m∆tot

T
+ T + 1

2 κ
1
m

− ϵκ

et les OG sont t ≥ T

OGt =m∆tot

T
+ T + 1

2 κ
1
m

− κ

m
(T + 1 − t)

= m∆tot

T
+ κ

m

(
t − T + 1

2

)

G Preuve de la Proposition 5

Définissons θ := 1+r
1+g

. le programme est

min
{IBt}t≥1

∞∑
t=0

OG2
t + 2κdT

avec
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OGt = ρOGt−1 + m × IBt

spst − spst−1 = −IBt

dt = θdt−1 − spst − ϵ × OGt

T∑
k=1

IBk∆tot

G.1 Expression de IB en fonction de OG

Comme dans la section précédente,

IBt = 1
m

OGt − ρ

m
OGt−1, t ≥ 1

Donc la contrainte ∑T
k=1 IBk = ∆ peut s’écrire

(1 − ρ)
T −1∑
k=1

OGk + OGT = m∆tot + ρOG0

G.2 Expression de la dette en fonction de OG

On a

dt = θdt−1 − spst − ϵ × OGt

dt = θt−1d0 −
t−1∑
k=0

θkspst−k − ϵ
t−1∑
k=0

OGt−k

De spst − spst−1 = −IBt, on a (avec la nottion ∑0
k=1 xk = 0)

spst = sps0 −
t∑

k=1
IBk
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Dès lors,

t−1∑
k=0

θkspst−k =
t−1∑
k=0

θk

(
sps0 −

t−k∑
i=1

IBi

)

=
t−1∑
k=0

θksps0 −
t−1∑
k=0

θk
t−k∑
i=1

IBi

= 1 − θt

1 − θ
sps0 −

t−1∑
k=0

θk
t−k∑
i=1

IBi

= 1 − θt

1 − θ
sps0

−
(

t∑
i=1

IBi

)
− θ

(
t−1∑
i=1

IBi

)
− θ2

(
t−2∑
i=1

IBi

)
− ... − θt−2

( 2∑
i=1

IBi

)
− θt−1

( 1∑
i=1

IBi

)

=1 − θt

1 − θ
sps0

− IB1
(
1 − θ − ... − θt−1

)
− IB2

(
1 − θ − ... − θt−2

)
− IB3

(
1 − θ − ... − θt−2

)
− IBt−2

(
1 − θ − θ2

)
− IBt−1 (1 − θ) − IBt

= 1 − θt

1 − θ
sps0 −

t∑
k=1

IBk

t−k∑
i=0

θi

t∑
k=0

θkspst−k = 1 − θt

1 − θ
sps0 −

t∑
k=1

IBk
1 − θt−k+1

1 − θ

Donc

dt = θt−1d0 − 1 − θt

1 − θ
sps0 +

t∑
k=1

IBk
1 − θt−k+1

1 − θ
− ϵ

t−1∑
k=0

OGt−k

Par conséquent

IBt = 1
m

OGt − ρ

m
OGt−1, t ≥ 1

dt = θt−1d0 − 1 − θt

1 − θ
sps0 +

t∑
k=1

1 − θt−k+1

1 − θ

( 1
m

OGk − ρ

m
OGk−1

)
− ϵ

t−1∑
k=0

OGt−k

dT = θT −1d0 − 1 − θT

1 − θ
sps0 + 1

m

T∑
k=1

1 − θT −k+1

1 − θ
(OGk − ρOGk−1) − ϵ

T∑
k=1

OGk
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Avant, on avait

dT = d0 − Tsps0 + 1
m

T∑
k=1

(T + 1 − k) (OGk − ρOGk−1) − ϵ
T∑

k=1
OGk

C’est la même chose car on a limθ→1
1−θx

1−θ
= limϵ→0

1−(1−ϵ)x

ϵ
= limϵ→0

1−ex log(1−ϵ)

ϵ
=

limϵ→0
1−e−ϵx

ϵ
= limϵ→0

1−(1−ϵx)
ϵ

= x

G.3 Expression du Lagrangien en fonction de OG

min
{OG}t≥1

∞∑
t=0

OG2
t + 2κ

(
θT −1d0 − 1 − θT

1 − θ
sps0 + 1

m

T∑
k=1

1 − θT −k+1

1 − θ
(OGk − ρOGk−1) − ϵ

T∑
k=1

OGk

)

− 2η

(
(1 − ρ)

T −1∑
t=1

OGt + OGT −
(
m∆tot + ρOG0

))

comme IBT +k = 0 pour k ≥1, OGt = ρt−T OGT

∞∑
t=T +1

OG2
t = OGT

∞∑
t=T +1

(
ρt−T

)2
= OGT

∞∑
t=1

(
ρ2
)t

= ρ2 OG2
T

1 − ρ2

Donc

min
{OG}t≥1

T∑
t=0

OG2
t + 2κ

(
θT −1d0 − 1 − θT

1 − θ
sps0 + 1

m

T∑
k=1

1 − θT −k+1

1 − θ
(OGk − ρOGk−1) − ϵ

T∑
k=1

OGk

)

− 2η

(
(1 − ρ)

T −1∑
t=1

OGt + OGT −
(
m∆tot + ρOG0

))
+ ρ2 OG2

T

1 − ρ2
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G.4 Dérivation des conditions du premier ordre

t ≤ T − 1 :η (1 − ρ) = OGt + κ

(
1
m

1 − θT −t+1

1 − θ
− 1

m

1 − θT −t

1 − θ
ρ − ϵ

)

t = T :η = OGT + ρ2

1 − ρ2 OGT + κ
( 1

m
− ϵ

)

Donc

OGt = (1 − ρ) η − κ

m (1 − θ) (1 − ρ − m (1 − θ) ϵ) + κ
θ − ρ

m (1 − θ)θT −t

OGT =
(
1 − ρ2

)(
η − κ

( 1
m

− ϵ
))

Détermination de la valeur de η.

On a

(1 − ρ)
T −1∑
t=1

OGt + OGT = m∆tot + ρOG0

On trouve, après quelques calculs

(
1 − ρ2 + (1 − ρ)2 (T − 1)

)
η + (1 − ρ) (θ − ρ) κ

m (1 − θ)θ
1 − θT −1

1 − θ

− (1 − ρ) κ

m (1 − θ) (1 − ρ − m (1 − θ) ϵ) (T − 1)

−
(
1 − ρ2

) κ

m
(1 − mϵ) = m∆tot + ρOG0
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Donc, la valeur du multiplicateur de Lagrange est

η = m∆tot + ρOG0

(1 − ρ) (2ρ + T (1 − ρ))

+
(1 − ρ − m (1 − θ) ϵ) (T − 1) + (1 − θ) (1 + ρ) (1 − mϵ) − (θ − ρ) θ 1−θT −1

1−θ

(2ρ + T (1 − ρ))
1

1 − θ

κ

m
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